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Â ðàáîòàõ [7],[10] áûëî îáîáùåíî ïîíßòèå àññîöèàòèâíîñòè äëß ãëàäêèõ
ãðóïïîèäîâ z = f(x, y), ãäå ïåðåìåííûå x, y, z èìåþò ðàçíóþ ðàçìåð-
íîñòü, è ðàññìîòðåí ñîîòâåòñòâóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò  ìíî-
ãîìåðíàß òðè-òêàíü, îáðàçîâàííàß ñëîåíèßìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé. Â
íàñòîßùåé ðàáîòå äëß ãëàäêèõ ãðóïïîèäîâ îïðåäåëßåòñß íåòðèâèàëü-
íûé àíàëîã êîììóòàòèâíûõ ãðóïï Ëè è íàõîäßòñß óðàâíåíèß ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìíîãîìåðíîé òðè-òêàíè.
The notions of associativity was generalized by author in [7], [10] for smooth
functions, where the dimensions x, y, z are diﬀerent. In this paper for smooth
grouppoids we introduce a nontrivial analogue for commutative Li groups
and we establish equations for corresponding multidimensional three-web.
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Ââåäåíèå. Ïðîèçâîëüíàß ãëàäêàß ôóíêöèß
z = f(x, y), (1)
ãäå x, y, z  âåêòîðíûå ïåðåìåííûå, âîîáùå ãîâîðß, ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, x ∈ X ⊂
Rq, y ∈ Y ⊂ Rp, z ∈ Z ⊂ Rλ, λ ≤ p ≤ q, îïðåäåëßåò íà ìíîãîîáðàçèè M = X × Y
ðàçìåðíîñòè p+ q òðè-òêàíü W (p, q, r), îáðàçîâàííóþ òðåìß ñëîåíèßìè
λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(x, y) = const (2)
ðàçìåðíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, p, q è r = p + q − λ, ñì. [7-10]. Óðàâíåíèå (1) â
íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñß êàê
zξ = fξ(xi, yα),
ξ = 1, λ, i = 1, q, α = 1, p. Ðàçáèâàß ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ x1, ..., xq, y1, ..., yp
íà ðàçëè÷íûå ãðóïïû, ìû áóäåì ïîëó÷àòü äðóãèå òêàíè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ñëîå-
íèé è ðàçíîé, âîîáùå ãîâîðß, êîðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, êàæäóþ èç ïåðåìåííûõ
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x1, ..., xq, y1, ..., yp ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â îòäåëüíîñòè, òîãäà ïîëó÷àåòñß (p+q+1)-
òêàíü, îáðàçîâàííàß p + q ñëîåíèßìè êîðàçìåðíîñòè 1 è îäíèì ñëîåíèåì êîðàç-
ìåðíîñòè λ = p + q − r, êîòîðîå ßâëßåòñß òðåòüèì ñëîåíèåì èñõîäíîé òðè-òêàíè
W (p, q, r). Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå (1), çà-
äàþùåå òðè-òêàíü W (p, q, r), îïðåäåëßåò òàêæå (n+ 1)-òêàíü, îáðàçîâàííóþ n+ 1
ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé êîðàçìåðíîñòè λ, ïðè÷åì îäíî èç ñëîåíèé  (n + 1)-îå 
ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì ñëîåíèåì èñõîäíîé òðè-òêàíèW (p, q, r). Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî q
ïåðåìåííûõ x1, ..., xq è ÷èñëî p ïåðåìåííûõ y1, ..., yp â óðàâíåíèè (1) äîëæíû áûòü
êðàòíû λ, q = λm, p = λl, òîãäà ÷èñëî r òàêæå êðàòíî λ, r = p+q−λ = λ(l+m−1).
Òàêèå òðè-òêàíè ìû îáîçíà÷àåì W (λl, λm, λ(l +m− 1)).
Â 1 ïîêàçàíî, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîì (λl)-ìåðíîì ñëîå òðè-òêàíèW (λl, λm, λ(l+
m − 1)) (è òîëüêî òàêîé òêàíè) âîçíèêàåò (l + 1)-òêàíü êîðàçìåðíîñòè λ, à íà
ïðîèçâîëüíîì (λm)-ìåðíîì ñëîå  (m + 1)-òêàíü òîé æå êîðàçìåðíîñòè λ. Â 2
íàéäåí âèä êîíå÷íûõ óðàâíåíèé òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +m− 1)):
z = f˜(u1, ..., um; v1, ..., vl),
ãäå âñå ïåðåìåííûå èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü λ, òî åñòü
z = (z1, ..., zλ), uµ = (u1µ, ..., uλµ), µ = 1,m, vs = (v1s , ..., vλs ), s = 1, l. Ïîñëåäíèå
óðàâíåíèß îïðåäåëßþò òàêæå (n + 1)-òêàíü, n = m + l, îáðàçîâàííóþ n + 1 ñëîå-
íèßìè îäèíàêîâîé êîðàçìåðíîñòè λ:
u1 = C¯1, ..., um = C¯m, v1 = C˜1, ..., vl = C˜l, z = C,
ãäå C¯1, ..., C¯m, C˜1, ..., C˜l, C  ïîñòîßííûå âåêòîðû. Ýòà (n+1)-òêàíü îáîçíà÷åíà
W˜λ(a, b).
Â 3 ìû çàïèñûâàåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b), êîòîðûå, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ßâëßþòñß è ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèßìè òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+
m−1)) . Ýòè ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß äîïóñêàþò áîëåå óçêóþ ãðóïïó ñîõðàíßþùèõ
èõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåæåëè ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè W (p, q, r) íàèáîëåå
îáùåãî âèäà, íàéäåííûå Ì.À. Àêèâèñîì è Â.Â. Ãîëüäáåðãîì â [1].
Äëß òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+m− 1)) â ðàáîòå [7] ìû îïðåäåëèëè êîíôèãóðà-
öèþ R(λl, λm, λ(l +m − 1)), àíàëîãè÷íóþ êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà äëß òðè-
òêàíè W (r, r, r). Òðè-òêàíü W (λl, λm, λ(l + m − 1)), íà êîòîðîé çàìûêàþòñß âñå
äîñòàòî÷íî ìàëûå êîíôèãóðàöèè R(λl, λm, λ(l + m − 1)), íàçâàíà â [7] îáîáùåí-
íîé òðè-òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà è îáîçíà÷åíà WR(λl, λm, λ(l +m − 1)). Â ñëó÷àå
l = m = 1 ýòà òðè-òêàíü ßâëßåòñß êëàññè÷åñêîé òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà R, îáðà-
çîâàííîé òðåìß ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè λ, êîòîðàß îïðåäåëßåòñß, êàê
èçâåñòíî, íåêîòîðîé λ-ìåðíîé ãðóïïîé Ëè, òî åñòü êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä (1) òà-
êîé òêàíè ßâëßåòñß (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè) ãðóïïîé Ëè [2]. Â 4 íàñòîßùåé
ðàáîòû ìû äîêàçûâàåì, ÷òî (n + 1)-, (l + 1)- è (m + 1)-òêàíè, ñâßçàííûå ñ îáîá-
ùåííîé òðè-òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà WR(λl, λm, λ(l+m− 1)), òàêæå ïîðîæäàþòñß
íåêîòîðîé λ-ìåðíîé ãðóïïîé Ëè G.
Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè WR(λl, λm, λ(l+m−1)) íàéäåíû â 5. Îíè
ñâßçàíû ñ óðàâíåíèßìè Ìàóðåðà-Êàðòàíà ãðóïïû G. Â 5 ìû ïîêàçûâàåì òàêæå,
÷òî ñ êàæäîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèß, íåñóùåãî òðè-òêàíü WR(λl, λm, λ(l +m − 1)),
ñâßçàí íàáîð ëîêàëüíûõ êîììóòàòèâíûõ è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Â ñëó÷àå, åñëè
ãðóïïà G àáåëåâà, ìû íàõîäèì â 6 êîíå÷íûå óðàâíåíèß ñîîòâåòñòâóþùåé òðè-
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òêàíè è ïîêàçûâàåì, ÷òî îíà âïîëíå îïðåäåëßåòñß (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà) íåêîòîðûì íàáîðîì êîììóòàòèâíûõ è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð.
1. Òêàíè êîðàçìåðíîñòè λ, èíäóöèðóåìûå òðè-òêàíüþ W(λl, λm, λ(l+
m− 1)).
1.1. Ïóñòü òðè-òêàíü W (p, q, r) çàäàíà óðàâíåíèåì (1). Ýòî óðàâíåíèå ñâßçû-
âàåò ïàðàìåòðû ñëîåâ, ïðîõîäßùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó ìíîãîîáðàçèß M. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, óðàâíåíèå (1) îïðåäåëßåò òðåõáàçèñíóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ (·) : X×Y →
Z, z = x ·y ≡ f(x, y), íàçâàííóþ â [8] ëîêàëüíûì êîîðäèíàòíûì ãðóïïîèäîì òðè-
òêàíè W (p, q, r). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òðè-òêàíè W (p, q, r) [1], ñëîè åå òðåòüåãî
ñëîåíèß íàõîäßòñß â îáùåì ïîëîæåíèè ñî ñëîßìè ïåðâîãî è âòîðîãî ñëîåíèé, òî
åñòü èìåþò ñ ýòèìè ñëîßìè ïåðåñå÷åíèå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåííî
r − q è r − p, ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèß ðàíãè ìàòðèö ßêîáè
(∂f/∂x) è (∂f/∂y) ìàêñèìàëüíû.
Êàê è â [8], ìû ðàññìàòðèâàåì òêàíè W (p, q, r) ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ x˜ = α(x), y˜ = β(y), z˜ = γ(z), íå óìåíüøàþùèõ ÷èñëî ïå-
ðåìåííûõ â óðàâíåíèßõ òêàíè (1) (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â [8]). Òðîéêà ëîêàëüíûõ
áèåêöèé (α, β, γ) îïðåäåëßåò èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàòíîãî ãðóï-
ïîèäà òêàíè, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå (1) ïåðåéäåò â óðàâíåíèå z˜ = f˜(x˜, y˜) =
γ ◦ f(α−1(x˜), β−1(y˜)). Ïîñëåäíåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå òîé æå òêà-
íè W (p, q, r), íî â íîâûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ëèáî êàê óðàâíåíèå íîâîé òêàíè
W˜ (p, q, r), ýêâèâàëåíòíîé òêàíè W (p, q, r).
1.2. Ñîãëàñíî [9] òðè-òêàíü W (p, q, r) ïðè r = p + q − 1, p > 1 è q > 1 èíäóöè-
ðóåò íà ïðîèçâîëüíîì p-ìåðíîì (âåðòèêàëüíîì) ñëîå x0 íåêîòîðóþ (p + 1)-òêàíü
W˜ (a, x0), à íà ïðîèçâîëüíîì q-ìåðíîì (ãîðèçîíòàëüíîì) ñëîå y0  (q + 1)-òêàíü
W˜ (b, y0). (Çäåñü è äàëåå ìû îáîçíà÷àåì ñëîè òêàíè è îïðåäåëßþùèå èõ ïàðàìåòðû
îäíèìè è òåìè æå ñèìâîëàìè).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðè-òêàíüW (p, q, r) è ïîñòðîèì íà åå âåðòèêàëüíûõ
è ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîßõ (n + 1)-òêàíè, àíàëîãè÷íûå òêàíßì W˜ (a, x0) è W˜ (b, y0).
Äëß ýòîãî çàôèêñèðóåì â îêðåñòíîñòè N òî÷êè A0 = x0 ∩ y0 òêàíè W (p, q, r)
êîîðäèíàòíóþ ðåøåòêó, îáðàçîâàííóþ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì a = (a1, ..., al) èç l
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëîåâ è ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì b = (b1, ..., bm)
èç m äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ. Íàêëîííûå ñëîè òêàíè W (p, q, r)
âûñåêàþò íà ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîßõ bµ ñåìåéñòâà (r− p)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé
Uµ, µ = 1,m, ñì. ðèñ. 1.
Ïðîåêòèðóß ïîñëåäíèå âåðòèêàëüíûìè ñëîßìè íà ïðîèçâîëüíûé ãîðèçîíòàëü-
íûé ñëîé y0, îòëè÷íûé îò ñëîåâ bµ, ïîëó÷àåì íà íåì m ñåìåéñòâ ïîäìíîãîîáðàçèé
U˜µ òàêîé æå ðàçìåðíîñòè r− p (èëè êîðàçìåðíîñòè p+ q− r, çäåñü è äàëåå óêàçû-
âàåòñß êîðàçìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîß). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (n+1)-òêàíè [3],
îíà äîëæíà áûòü îáðàçîâàíà n+1 ñëîåíèßìè (îáùåãî ïîëîæåíèß) êîðàçìåðíîñòè
ρ íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè nρ. Ïîýòîìó m ñåìåéñòâ ïîäìíîãîîáðàçèé U˜µ êî-
ðàçìåðíîñòè p+q−r íà q-ìåðíîì ñëîå y0 áóäóò ñëîåíèßìè íåêîòîðîé (m+1)-òêàíè
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
q = m(p+ q − r). (3)
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ, ÷òîáû m ñëîåíèé
(m + 1)-òêàíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëßëè ñëîåíèå ñ íîìåðîì m + 1, òî åñòü ÷òîáû
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Ðèñ. 1
ñóùåñòâîâàëà êîîðäèíàòíàß m-êâàçèãðóïïà (m+ 1)-òêàíè [3]. Îáîçíà÷èì ïîñòðî-
åííóþ (m+ 1)-òêàíü W˜λ(b, y0), ãäå
λ = p+ q − r. (4)
Àíàëîãè÷íî, íàêëîííûå ñëîè òêàíèW (p, q, r) âûñåêàþò íà ôèêñèðîâàííûõ âåð-
òèêàëüíûõ ñëîßõ as ñåìåéñòâà (r− q)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé Vs, s = 1, l. Ïðîåê-
òèðóß èõ ãîðèçîíòàëüíûìè ñëîßìè íà ïðîèçâîëüíûé âåðòèêàëüíûé ñëîé x0, îòëè÷-
íûé îò ñëîåâ as, ïîëó÷àåì íà íåì l ñåìåéñòâ ïîäìíîãîîáðàçèé V˜s êîðàçìåðíîñòè
p+q−r. Îíè îáðàçóþò íà p-ìåðíîì ñëîå x0 (l+1)-òêàíü (îáîçíà÷èì åå W˜λ(a, x0)),
åñëè âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
p = l(p+ q − r). (5)
Ïîäñòàâëßß (4) â ðàâåíñòâà (3) è (5), çàïèøåì ïîñëåäíèå â âèäå
q = λm, p = λl. (6)
Èç (4) â ñèëó ðàâåíñòâ (6) ïîëó÷àåì
r = p+ q − λ = λ(l +m− 1). (7)
Òðè-òêàíü W (p, q, r), îáðàçîâàííóþ òðåìß ñëîåíèßìè ðàçìåðíîñòåé p, q, r ïðè
óñëîâèßõ (6), (7), îáîçíà÷èì W (λl, λm, λ(l +m− 1)).
Ïîêàæåì, ÷òî òðè-òêàíü W (λl, λm, λ(l+m− 1)) îïðåäåëßåò â îáëàñòè N ⊂M
íåêîòîðóþ (n+1)-òêàíü, ãäå n = l+m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U¯µ ïîäìíîãîîáðàçèå âåð-
òèêàëüíûõ ñëîåâ òêàíè W (λl, λm, λ(l + m − 1)), ïåðåñåêàþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèå
U˜µ (ëåæàùåå íà ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå y0, ñì. âûøå), à ÷åðåç V¯s  ïîäìíîãîîáðà-
çèå ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ òêàíè, ïåðåñåêàþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèå V˜s (ëåæàùåå íà
âåðòèêàëüíîì ñëîå x0). Ïîäìíîãîîáðàçèß U¯µ è V¯s èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü
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λ(l + m − 1), dim U¯µ = (r − p) + p = r = λ(l + m − 1), dim V¯s = (r − q) + q =
r = λ(l+m− 1), è, ñîîòâåòñòâåííî, îäèíàêîâóþ êîðàçìåðíîñòü λ. Ñåìåéñòâà ýòèõ
ïîäìíîãîîáðàçèé îáðàçóþò â îáëàñòè N l +m ñëîåíèé. Âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì íà-
êëîííûõ ñëîåâ òêàíè W (λl, λm, λ(l+m−1)), êîòîðûå èìåþò òó æå êîðàçìåðíîñòü
λ, îíè îáðàçóþò (n + 1)-òêàíü, ãäå n = l +m. Îáîçíà÷èì ýòó òêàíü W˜λ(a, b). Äî-
êàçàíà ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 1. Òðè-òêàíü òèïà W (λl, λm, λ(l + m − 1)) è òîëüêî òàêàß òêàíü
èíäóöèðóåò
• íà íåñóùåì åå (λn)-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M, ãäå n = l +m, (n + 1)-òêàíü
W˜λ(a, b);
• íà ñâîåì ïðîèçâîëüíîì âåðòèêàëüíîì (λl)-ìåðíîì ñëîå x0  (l + 1)-òêàíü
W˜λ(a, x0);
• íà ñâîåì ïðîèçâîëüíîì ãîðèçîíòàëüíîì (λm)-ìåðíîì ñëîå y0  (m + 1)-
òêàíü W˜λ(b, y0).
Çàìå÷àíèå. Ïðè λ = 1 ïîëó÷àåòñß òðè-òêàíüW (p, q, p+q−1) è èíäóöèðóåìûå
åþ (p+ 1)-òêàíè W˜ (a, x0) è (q + 1)-òêàíè W˜ (b, y0), ðàññìîòðåííûå â [9].
2. Êîíå÷íûå óðàâíåíèß òêàíåé, èíäóöèðóåìûõ òðè-òêàíüþ W(λl, λm,
λ(l+m− 1)).
2.1. Ïîêàæåì, êàê íàõîäèòü êîíå÷íûå óðàâíåíèß (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b), (m+1)-
òêàíè W˜λ(b, y0) è (l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0) ïî óðàâíåíèþ (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ, óðàâíåíèå òêàíè ñâßçûâàåò ïàðàìåòðû ñëîåâ, ïðîõîäßùèõ ÷åðåç îäíó òî÷-
êó. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà (m + 1)-òêàíü W˜λ(b, y0). Ïóñòü U˜1, ..., U˜m, U˜m+1  ñëîè
ýòîé òêàíè, ïðîõîäßùèå ÷åðåç òî÷êó A ∈ y0. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ñëîé U˜µ,
µ = 1,m, ïîëó÷àåòñß ïðîåêòèðîâàíèåì ïîäìíîãîîáðàçèß Uµ = uµ ∩ bµ, òî ïàðà-
ìåòð íàêëîííîãî ñëîß uµ ìîæíî ñ÷èòàòü è ïàðàìåòðîì ñëîß U˜µ òêàíè W˜λ(b, y0).
Ñëîé ñ íîìåðîì m+1 òêàíè W˜λ(b, y0) âûñåêàåòñß (íà ñëîå y0) íåêîòîðûì íàêëîí-
íûì ñëîåì um+1, ïîýòîìó um+1 ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðàìåòðîì ýòîãî ñëîß. Çíà÷èò,
óðàâíåíèå òêàíè W˜λ(b, y0) äîëæíî ñâßçûâàòü ïàðàìåòðû u1, ..., um è um+1. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ òêàíè W (p, q, r), çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), èìååì
uµ = f(x, bµ), um+1 = f(x, y0), èëè, â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ,
uξµ = fξ(x1, x2, ..., xq; b1µ, b2µ, ..., bpµ),
uξm+1 = f
ξ(x1, x2, ..., xq; y10 , y
2









|6= 0, i = 1, q. Èñêëþ÷àß èç ñèñòåìû (8) ïåðåìåííûå x = (x1, x2, ..., xq),
ïîëó÷èì óðàâíåíèß (m+ 1)-òêàíè W˜λ(b, y0) â âèäå
uξm+1 = f˜1
ξ
(uη1 , ..., u
η
m, y0), (9)
ãäå η = 1, λ, y0 = (y10 , y20 , ..., yp0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî [3] ïîñëåäíèå óðàâíå-
íèß îïðåäåëßþò îäíó èç êîîðäèíàòíûõ m-êâàçèãðóïï (m+ 1)-òêàíè W˜λ(b, y0).
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1, y2, ..., yp), (11)




|6= 0, α = 1, p. Óðàâíåíèß (10) îïðåäåëßþò òàêæå îäíó èç êîîðäè-
íàòíûõ l-êâàçèãðóïï (l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0).
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèß (9) ïîëó÷àþòñß èç óðàâíåíèß (1) êîîðäèíàòíîãî ãðóï-
ïîèäà òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +m − 1)) çàìåíîé ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò xi íà uξµ
ïî ôîðìóëàì (8) è ôèêñàöèåé ïàðàìåòðîâ yα = yα0 , à óðàâíåíèß (10) ïîëó÷à-
þòñß òàêæå èç óðàâíåíèß (1) çàìåíîé ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò yα íà vξs ïî ôîðìó-
ëàì (11) è ôèêñàöèåé ïàðàìåòðîâ xi = xi0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèß (8) è
(11) îïðåäåëßþò èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàòíîãî ãðóïïîèäà (·) òêà-
íè W (λl, λm, λ(l +m− 1)), ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå (1) ïðåîáðàçóåòñß ê âèäó
z = f˜(u1, ..., um; v1, ..., vl), (12)
à óðàâíåíèß (2) ñëîåíèé ýòîé òêàíè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
λ1 : u1 = C¯1, ..., um = C¯m; λ2 : v1 = C˜1, ..., vl = C˜l; λ3 : z = C, (13)
ãäå C¯µ, C˜s, C  ïîñòîßííûå âåêòîðû. Ñîãëàñíî [7] óðàâíåíèß (12) îïðåäåëßþò
òàê íàçûâàåìûé êîîðäèíàòíûé ìîíîèä µ(a,b)(◦) òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l + m −
1)), òî åñòü ãðóïïîèä ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì, ãëàâíîèçîòîïíûé êîîðäèíàòíîìó
ãðóïïîèäó (·).
2.2. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèß (12) îïðåäåëßþò îäíó èç êîîðäèíàòíûõ n-êâàçè-
ãðóïï (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b). Äåéñòâèòåëüíî, äëß êàæäîãî µ = 1,m óðàâíåíèå uµ =
f(x, bµ) = C¯µ îïðåäåëßåò íà ìíîãîîáðàçèè M = X × Y ñåìåéñòâî âåðòèêàëüíûõ
ñëîåâ òêàíè W (λl, λm, λ(l +m − 1)), ïåðåñåêàþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèå U˜µ, òî åñòü
ñëîé U¯µ (n+ 1)-òêàíè W˜λ(a, b). Àíàëîãè÷íî, äëß êàæäîãî s = 1, l óðàâíåíèå vs =
f(as, y) = C˜s îïðåäåëßåò íà ìíîãîîáðàçèè M = X × Y ñåìåéñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ
ñëîåâ òêàíè W (λl, λm, λ(l + m − 1)), ïåðåñåêàþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèå V˜s, òî åñòü
ñëîé V¯s (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b). Ñëîè U¯1, ..., U¯m, V¯1, ..., V¯l ïåðåñåêàþòñß â íåêîòîðîé
òî÷êå A, êîòîðàß ïîëó÷àåòñß òàê: U¯1 ∩ ... ∩ U¯m = x, V¯1 ∩ ... ∩ V¯l = y, x ∩ y =
A. ×åðåç A ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé íàêëîííûé ñëîé z òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +
m − 1)), à ïîñëåäíèé ßâëßåòñß ïî îïðåäåëåíèþ (n + 1)-òêàíè W˜λ(a, b) åå (n + 1)-
ûì ñëîåì. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèß (12) ñâßçûâàþò ïàðàìåòðû ñëîåâ U¯1, ..., U¯m,
V¯1, ..., V¯l è z (n + 1)-òêàíè W˜λ(a, b), ïðîõîäßùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó A, à çíà÷èò
îïðåäåëßþò ñîãëàñíî [3] êîîðäèíàòíóþ n-êâàçèãðóïïó ýòîé òêàíè. Ñëîåíèß (n+1)-
òêàíè W˜λ(a, b) çàäàþòñß óðàâíåíèßìè (13), ðàññìàòðèâàåìûìè ïî îòäåëüíîñòè, òî
åñòü óðàâíåíèßìè
u1 = C¯1, ..., um = C¯m, v1 = C˜1, ..., vl = C˜l, z = C. (14)
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2.3. Óðàâíåíèß (9) è (10) òêàíåé W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) èçîòîïè÷åñêèì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì (8), (11) ïðèâîäßòñß ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó
z = f˜(u1, ..., um; v10, ..., vl0) (15)
è
z = f˜(u01, ..., u0m; v1, ..., vl), (16)
ãäå uµ = (u1µ, ..., uλµ), vs = (v1s , ..., vλs ), vs0 = as ·y0, u0µ = x0 ·bµ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
â íîâûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèß òêàíåé W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) ïîëó÷à-
þòñß èç óðàâíåíèé (12) ôèêñàöèåé â íèõ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ
vs = vs0 è uµ = u0µ.
Èòàê, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 1. Íà ìíîãîîáðàçèè M, íåñóùåì òðè-òêàíü W (λl, λm,
λ(l+m−1)), ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ýòà òðè-òêàíü è ñâßçàí-
íàß ñ íåþ (n+1)-òêàíü W˜λ(a, b) îïðåäåëßþòñß îäíèìè è òåìè æå óðàâíåíèßìè (12).
Óðàâíåíèß (15) è (16) òêàíåé W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0), èíäóöèðóåìûõ òðè-òêàíüþ
W (λl, λm, λ(l + m − 1)) íà åå ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ñëîßõ, ïîëó÷àþò-
ñß èç óðàâíåíèé (12) ôèêñàöèåé â íèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ
vs = vs0 è uµ = u0µ.
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèß (12) îïðåäåëßþò (n+1)-òêàíü W˜λ(a, b) ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðåîáðàçîâàíèé âèäà u˜µ = α˜µ(uµ), v˜s = β˜s(vs), z˜ = γ˜(z), ñîõðàíßþùèõ åå ñëîåíèß.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèß (12) îïðåäåëßþò òðè-òêàíü W (λl, λm, λ(l +m− 1)),
è ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé áîëåå îáùåãî
âèäà u˜µ = αµ(u1, ..., um), v˜s = βs(v1, ..., vl), z˜ = γ(z), êîòîðûå ñîõðàíßþò ñëîåíèß
ýòîé òðè-òêàíè, íî íå ñîõðàíßþò, âîîáùå ãîâîðß, ñòðóêòóðó (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b).
3. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè W(λl, λm, λ(l+m−1)) è èíäóöè-
ðóåìûõ åþ òêàíåé.












ξ = dzξ. (17)
Çäåñü u = (uη1 , ..., uηm), v = (v
ζ
1 , ..., v
ζ
l ); ξ, η, ζ = 1, λ, ïî µ è s ñóììèðîâàíèß â ïðàâîé
÷àñòè íåò, è det(∂f˜
ξ(u, v)
∂uηµ
) 6= 0, det(∂f˜
ξ(u, v)
∂vζs





ξ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì
ìíîãîîáðàçèß M è çàäàþò n = l +m ñëîåíèé (n+ 1)-òêàíè W˜λ(a, b):
θ
1
ξ = 0, ..., θ
m
ξ = 0; ϑ
1
ξ = 0, ..., ϑ
l
ξ = 0. (18)












ξ = 0, (19)
























η, ωξη  íåêîòîðûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Äèôôåðåíöèðóß

























































ζη. Ïîäñòàâëßß (22) â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (20), (21)











































dΘξ = Θη ∧ ωξη.
(23)

























η |6= 0 è | A
2,s
ξ
η |6= 0, îñòàâëßþò èíâàðèàíòíûìè ñëîè n = l+m ñëîåíèé (n+1)-
òêàíè W˜λ(a, b). Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè (n+1)-îãî ñëîåíèß (n+1)-òêàíè èìååò âèä
Θ˜ξ = AξηΘ





















Ýòè ïðåîáðàçîâàíèß ñîõðàíßþò âèä ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé (23).
3.3. Òåïåðü íàéäåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (m+ 1)-òêàíè W˜λ(b, y0) è (l + 1)-
òêàíè W˜λ(a, x0). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1 êîíå÷íûå óðàâíåíèß (15) (m+1)-òêàíè
W˜λ(b, y0) ïîëó÷àþòñß èç óðàâíåíèé (12) ôèêñàöèåé â íèõ ïàðàìåòðîâ vs = vs0,
îïðåäåëßþùèõ ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé y0, íà êîòîðîì çàäàíà (m + 1)-òêàíü. Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß ñëîß y0 â ñèëó (17) èìåþò âèä ϑ
s
ξ = 0, s = 1, l. Ïîäñòàâ-
ëßß ïîñëåäíèå â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (23), ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß














































η=0, à âåëè÷èíû a¯
µν
ξ
ηζ ñîãëàñíî [3] îá-
ðàçóþò òåíçîð êðó÷åíèß òêàíè. Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (25) èìåþò
òîò æå âèä, ÷òî è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß ïðîèçâîëüíîé (n + 1)-òêàíè, êîòîðûå
ïîëó÷åíû Â.Â. Ãîëüäáåðãîì â [3].
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Àíàëîãè÷íî, ïðè θ
µ
ξ = 0, µ = 1,m, èç óðàâíåíèé (23) ïîëó÷àåì ñòðóêòóðíûå















































Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òêàíåé W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) ñîõðàíßþò
ñâîé âèä ïðè ïðåîáðàçîâàíèßõ (24).
3.4. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1 òðè-òêàíü W (λl, λm, λ(l+m− 1)) îïðåäåëßåòñß
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè) òåìè æå êîíå÷íûìè óðàâíåíèßìè (12), ÷òî è (n + 1)-
òêàíü W˜λ(a, b), à åå ñëîåíèß  óðàâíåíèßìè (13). Äèôôåðåíöèðóß ïîñëåäíèå è




ξ = 0, µ = 1,m; λ2 : ϑ
s
ξ = 0, s = 1, l;















ξ èΘξ ïî îòäåëüíîñòè îïðåäåëßþò ñëîåíèß (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b) è óäî-
âëåòâîðßþò åå ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèßì (23). Èç ïîñëåäíèõ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû
(27) ýòèõ ôîðì, îïðåäåëßþùèå ñëîåíèß òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+m− 1)), âïîëíå
èíòåãðèðóåìû. Ïîýòîìó óðàâíåíèß (23) ßâëßþòñß òàêæå ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíè-
ßìè òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +m− 1)). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 2. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +m − 1))
è ñâßçàííîé ñ íåþ (n + 1)-òêàíè W˜λ(a, b) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó (23) è
äîïóñêàþò ïðåîáðàçîâàíèß âèäà (24). Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (25) (m+ 1)-òêàíè
W˜λ(b, y0) è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (26) (l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0) ïîëó÷àþòñß èç
óðàâíåíèé (23) ñîîòâåòñòâåííî ïðè ϑ
s
ξ = 0 è θ
µ
ξ = 0.
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèß (23) ßâëßþòñß ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèßìè òðè-òêàíè
W (λl, λm, λ(l + m − 1)) íå ñàìîãî îáùåãî âèäà. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß íàèáî-
ëåå îáùåãî âèäà, íàéäåííûå â [1], ïîëó÷àþòñß èç óðàâíåíèé (23) ïðè äîïóñòèìûõ





























































4. Ãðóïïîâûå òêàíè, ñâßçàííûå ñ îáîáùåííîé òðè-òêàíüþ Ðåéäåìåé-
ñòåðà WR(λl, λm, λ(l+m− 1)).
4.1. Ïóñòü íà òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+m− 1)) çàìûêàþòñß îáîáùåííûå êîí-
ôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà R(λl, λm, λ(l+m−1)) [7], ñì. ðèñ. 2. Óñëîâèå çàìûêàíèß
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êîíôèãóðàöèé R(λl, λm, λ(l+m− 1)), ñëåäóß êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíåé, ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå òàê íàçûâàåìîãî óñëîâíîãî òîæäåñòâà:
xs · yµ = x¯s · y¯µ = zsµ,
xs · ym+1 = x¯s · y¯m+1 = zsm+1,
xl+1 · yµ = x¯l+1 · y¯µ = zl+1m
 =⇒ xl+1 · ym+1 = x¯l+1 · y¯m+1 = zl+1m+1.
(Íàïîìíèì, ÷òî x·y = f(x, y) = z, ñì. ï. 1.1). Òðè-òêàíüW (λl, λm, λ(l+m−1)), íà
êîòîðîé çàìûêàþòñß âñå äîñòàòî÷íî ìàëûå êîíôèãóðàöèè R(λl, λm, λ(l+m− 1)),
íàçâàíà â [7] îáîáùåííîé òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà è îáîçíà÷åíà WR(λl, λm, λ(l +
m− 1)).
Ðèñ. 2
Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ zs¯µ¯, s¯ = 1, l + 1,
µ¯ = 1,m+ 1, âõîäßùèõ â ïðîèçâîëüíóþ îáîáùåííóþ êîíôèãóðàöèþ Ðåéäåìåé-
ñòåðà R(λl, λm, λ(l +m− 1)), óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèþ
Φ(z11, ..., z1m+1, z21, ..., z2m+1, ... , zl+11, ..., zl+1m+1) = 0, (28)
ãäå Φ = (Φξ), ξ = 1, λ, êîòîðîå îïðåäåëßåò òàê íàçûâàåìóþ ñåðäöåâèíó òðè-òêàíè
WR(λl, λm, λ(l +m − 1)), à ñóùåñòâîâàíèå ñåðäöåâèíû ßâëßåòñß õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ñâîéñòâîì òðè-òêàíè WR(λl, λm, λ(l +m− 1)).
Ñîãëàñíî [7] ïðè l = m = 1 êîíôèãóðàöèß R(λl, λm, λ(l +m − 1)) ñîâïàäàåò ñ
êëàññè÷åñêîé êîíôèãóðàöèåé Ðåéäåìåéñòåðà R äëß òðè-òêàíè W (λ, λ, λ), îáðàçî-
âàííîé íà ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2λ òðåìß ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíî-
ñòè λ [2]. Çàìûêàíèå êîíôèãóðàöèé R íà òêàíè W (λ, λ, λ) îçíà÷àåò, ÷òî ýòà òêàíü
ßâëßåòñß ãðóïïîâîé, òî åñòü êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä (1) òàêîé òêàíè ßâëßåòñß (ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè) ãðóïïîé Ëè [2].
4.2. Ïîêàæåì, ÷òî (n+1)-òêàíü W˜λ(a, b), ñâßçàííàß ñ òðè-òêàíüþ WR(λl, λm,
λ(l+m−1)), ßâëßåòñß ãðóïïîâîé. Íàïîìíèì [5], ÷òî ãðóïïîâîé íàçûâàåòñß (n+1)-
òêàíü, êîîðäèíàòíàß n-êâàçèãðóïïà êîòîðîé (õîòß áû îäíà) ßâëßåòñß n-ãðóïïîé.
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Ñîãëàñíî [5] ãðóïïîâàß (n + 1)-òêàíü êîðàçìåðíîñòè ρ õàðàêòåðèçóåòñß òåì, ÷òî
ëþáàß åå òðè-ïîäòêàíü W (ρ, ρ, ρ) ßâëßåòñß êëàññè÷åñêîé ãðóïïîâîé òêàíüþ, ïî-
ðîæäàåìîé ρ-ìåðíîé ãðóïïîé Ëè. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòíûå ãðóïïû ðàç-
ëè÷íûõ òðè-ïîäòêàíåé ãðóïïîâîé (n+ 1)-òêàíè èçîìîðôíû.
Ñîãëàñíî [5] óðàâíåíèß êîîðäèíàòíûõ êâàçèãðóïï òðè-ïîäòêàíåéW (ρ, ρ, ρ) (n+
1)-òêàíè êîðàçìåðíîñòè ρ ïîëó÷àþòñß èç óðàâíåíèß åå êîîðäèíàòíîé n-êâàçè-
ãðóïïû ôèêñàöèåé â íåì ρ(n − 2) ïàðàìåòðîâ. Ôèêñèðóß ïî-ðàçíîìó â óðàâíå-
íèßõ (12) êîîðäèíàòíîé n-êâàçèãðóïïû (n+1)-òêàíè W˜λ(a, b) êàêèå-ëèáî λ(n− 2)
ïàðàìåòðîâ (îíè ñîäåðæàò íèæíèé èíäåêñ 0), ïîëó÷èì òðè òèïà ïîäòêàíåé êîðàç-
ìåðíîñòè λ:
z = f˜(u01, ..., u0µ−1, uµ, u0µ+1, ..., u0ν−1, uν , u0ν+1, ..., u0m; v10, ..., vl0) ≡
f˜1(uµ, uν), µ 6= ν;
(29)
z = f˜(u01, ..., u0m; v10, ..., vs−10, vs, vs+10, ..., vt−10, vt, vt+10, ..., vl0) ≡
f˜2(vs, vt), s 6= t; (30)
z = f˜(u01, ..., u0µ−1, uµ, u0µ+1, ..., u0m; v10, ..., vs−10, vs, vs+10, ..., vl0) ≡
f˜3(uµ, vs).
(31)
Òðè-ïîäòêàíè, îïðåäåëßåìûå óðàâíåíèßìè (29), (30) è (31), îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî W(µ,ν), W(s,t) è W(µ,s).
Òåîðåìà 2. (n + 1)-òêàíü W˜λ(a, b), (m + 1)-òêàíü W˜λ(b, y0) è (l + 1)-òêàíü
W˜λ(a, x0), èíäóöèðóåìûå îáîáùåííîé òðè-òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà WR(λl, λm,
λ(l + m − 1)), ßâëßþòñß ãðóïïîâûìè òêàíßìè, ïîðîæäàåìûìè íåêîòîðîé λ-
ìåðíîé ãðóïïîé Ëè G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî òðè-òêàíü W(µ,ν), èíäóöèðóåìàß òðè-òêàíüþ
WR(λl, λm, λ(l+m− 1)), ßâëßåòñß ãðóïïîâîé. Äëß ýòîãî, ñîãëàñíî [8], äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî òêàíüW(µ,ν) îáëàäàåò ñåðäöåâèíîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [8] âîçüìåì äâà
¾âåðòèêàëüíûõ¿ ñëîß uµ1, uµ2 è äâà ¾ãîðèçîíòàëüíûõ¿ ñëîß uν1, uν2 òðè-òêàíè
W(µ,ν) (çäåñü èíäåêñû µ è ν ôèêñèðîâàíû). ×åðåç òî÷êó Mij = uµi ∩ uνj ïðîõîäèò
åäèíñòâåííûé ¾íàêëîííûé¿ ñëîé u˜ij , i, j = 1, 2. Ïî îïðåäåëåíèþ òêàíè W(µ,ν)
èìååì
u˜ij = f˜1(uµi, uνj). (32)
Íàéäåì óðàâíåíèå ñåðäöåâèíû òêàíèW(µ,ν), ñâßçûâàþùåå ïàðàìåòðû u˜ij . Äëß ýòî-
ãî ðàññìîòðèì íà òêàíèWR(λl, λm, λ(l+m−1)) êîíôèãóðàöèþ R(λl, λm, λ(l+m−
1)), ñîäåðæàùóþ ãîðèçîíòàëüíûå ñëîè y1 = b1, ..., ym = bm, ym+1 = y0, îïðåäåëß-
þùèå (m+1)-òêàíü W˜λ(b, y0), è âåðòèêàëüíûå ñëîè, ïðîõîäßùèå ÷åðåç òî÷êè Mij ,
îáîçíà÷èì ýòè ñëîè ñîîòâåòñòâåííî xij , i, j = 1, 2. Îñòàëüíûå âåðòèêàëüíûå ñëîè
âûáåðåì ïðîèçâîëüíî. ×åðåç òî÷êè xij ∩ bµ, xij ∩ bν è xij ∩ y0 ïðîõîäßò íàêëîííûå
ñëîè òêàíè WR(λl, λm, λ(l+m−1)) ñ ïàðàìåòðàìè xij · bµ, xij · bν è xij ·y0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òêàíè W˜λ(b, y0), ýòè ïàðàìåòðû ßâëßþòñß òàêæå
ïàðàìåòðàìè âûäåëåííûõ ñëîåâ uµi, uνi è u˜ij , ïðè ýòîì xi1 · bµ = xi2 · bµ = uµi,
x1j · bν = x2j · bν = uνj è xij · y0 = u˜ij .
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Äëß ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè R(λl, λm, λ(l+m− 1)), â êîòîðóþ âõîäßò
ñëîè uµi = xij · bµ, uνj = xij · bν è u˜ij = xij · y0, óðàâíåíèå ñåðäöåâèíû èìååò âèä
Φ(zsˆtˆ, uµi, uνj , u˜ij) = 0, (33)
ãäå zsˆtˆ  âõîäßùèå â êîíôèãóðàöèþ íàêëîííûå ñëîè, êðîìå âûäåëåííûõ ñëîåâ uµi,
uνj è u˜ij . Ôèêñèðóß ïàðàìåòðû zsˆtˆ è èñêëþ÷àß èç óðàâíåíèé (32) è (33) ïàðàìåòðû
uµi è uνj , ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñåðäöåâèíû òêàíè W(µ,ν) â âèäå:
Φ˜(µ,ν)(u˜11, u˜12, u˜21, u˜22) = 0.
Íî åñëè òðè-òêàíü W(µ,ν) äîïóñêàåò ñåðäöåâèíó, òî îíà ßâëßåòñß òêàíüþ R, à çíà-
÷èò, ãðóïïîâîé.
Ïðîâîäß àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèß äëß òðè-òêàíåé W(s,t) è W(µ,s), èíäóöèðó-
åìûõ òêàíüþ WR(λl, λm, λ(l +m− 1)), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòè òêàíè òàêæå ßâëßþòñß
ãðóïïîâûìè, ïîýòîìó ãðóïïîâîé ßâëßåòñß è (n + 1)-òêàíü W˜λ(a, b). Ñîãëàñíî [5]
îíà ïîðîæäàåòñß íåêîòîðîé λ-ìåðíîé ãðóïïîé Ëè, îáîçíà÷èì ååG, à êîîðäèíàòíûå
ãðóïïû åå ðàçëè÷íûõ òðè-ïîäòêàíåé èçîìîðôíû ãðóïïå G.
Ñðàâíèâàß óðàâíåíèß (29) ñ (15), à (30)  ñ (16) ïîëó÷àåì, ÷òî òðè-òêàíü
W(µ,ν) ßâëßåòñß ïîäòêàíüþ (m+1)-òêàíè W˜λ(b, y0), à òðè-òêàíüW(s,t)  ïîäòêàíüþ
(l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0). Òàê êàê òêàíè W(µ,ν) è W(s,t), èíäóöèðóåìûå òðè-òêàíüþ
WR(λl, λm, λ(l + m − 1)), ßâëßþòñß ãðóïïîâûìè, òî ãðóïïîâûìè áóäóò è òêàíè
W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0). Òåîðåìà äîêàçàíà.
5. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß îáîáùåííîé òðè-òêàíè Ðåéäåìåéñòåðà
WR(λl, λm, λ(l+m− 1)).
5.1. Íàéäåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß îáîáùåííîé òðè-òêàíè Ðåéäåìåéñòåðà
WR(λl, λm, λ(l + m − 1)). Â ñèëó Òåîðåìû 2 òêàíè W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0), èíäó-
öèðóåìûå òêàíüþ WR(λl, λm, λ(l + m − 1)), ßâëßþòñß ãðóïïîâûìè. Íàéäåì âèä
ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé (23) ïðîèçâîëüíîé òêàíè W (λl, λm, λ(l+m−1)) â ñëó÷àå,
åñëè òêàíè W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) ßâëßþòñß ãðóïïîâûìè.
Êàê ïîêàçàíî â ï. 3.3, èç óðàâíåíèé (23) ïðè ϑ
s
ξ = 0 ïîëó÷àþòñß ñòðóêòóðíûå
óðàâíåíèß (25) (m + 1)-òêàíè W˜λ(b, y0), à ïðè θ
µ
ξ = 0  ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß
(26) (l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0). Òàê êàê òêàíè W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) äîëæíû áûòü
























































dΘξ = Θη ∧ ωξη.
(35)







































ßâëßþòñß ôîðìàìè ñâßçíîñòè òêàíåé W˜λ(b, y0) è W˜λ(a, x0) ñîîòâåòñòâåííî è ñî-





















Ïðåäëîæåíèå 3. (m+1)-òêàíü W˜λ(b, y0) è (l+1)-òêàíü W˜λ(a, x0), èíäóöèðóå-
ìûå òðè-òêàíüþ W (λl, λm, λ(l+m−1)), ßâëßþòñß ãðóïïîâûìè â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+m−1)) ïðèâîäßòñß
ê âèäó (35), ãäå ôîðìû (36) óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèßì (37).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèß (35) ßâëßþòñß ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèßìè (n+
1)-òêàíè W˜λ(a, b), êîòîðàß â ñèëó Òåîðåìû 2 ßâëßåòñß ãðóïïîâîé, à ïîòîìó ëþáàß
åå òðè-ïîäòêàíü òèïà W(µ,ν), W(s,t) è W(µ,s) (ñì. ï. 4.2) òàêæå äîëæíà áûòü ãðóï-
ïîâîé. Òðè-òêàíè W(µ,ν) è W(s,t) ßâëßþòñß ïîäòêàíßìè ãðóïïîâûõ (m + 1)-òêàíè
W˜λ(b, y0) è (l + 1)-òêàíè W˜λ(a, x0) ñîîòâåòñòâåííî, à ïîòîìó ßâëßþòñß ãðóïïîâû-
ìè. Íàéäåì óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ òðè-òêàíü W(µ,s) òàêæå áóäåò ãðóïïîâîé. Äëß
ýòîãî íàéäåì ñíà÷àëà åå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß.
Êàê ïîêàçàíî â ï. 4.2 êîíå÷íûå óðàâíåíèß (31) òðè-òêàíè W(µ,s) ïîëó÷àþòñß
èç óðàâíåíèé (12) ôèêñàöèåé â íèõ ïàðàìåòðîâ uν = u0ν , ν 6= µ, è vt = vt0, t 6= s,
îïðåäåëßþùèõ (2λ)-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M(µ,s), íà êîòîðîì çàäàíà òðè-òêàíü




ξ = 0, ν 6= µ; ϑ
t
ξ = 0, t 6= s. (38)
Ïîäñòàâëßß ïîñëåäíèå â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (35), ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå óðàâ-



















































































Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
−a¯ξηζ = a˜ξηζ = b
µs
ξ
[ηζ] ≡ aξηζ . (40)







































































Ñîãëàñíî [2] ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (41) îïðåäåëßþò ãðóïïîâóþ òðè-òêàíü â òîì












Ïðåäëîæåíèå 4. Òðè-òêàíü W(µ,s), èíäóöèðóåìàß òðè-òêàíüþ
W (λl, λm, λ(l+m−1)), ßâëßåòñß ãðóïïîâîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìû
(42) óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèßì (44).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ôîðìû ωξη â ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèßõ (35) òðè-òêàíè








Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì
θξη = ω
ξ
























ξ èç óðàâíåíèé (37) ñëåäóåò, ÷òî dθξη = θζη∧θξζ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè
M. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìû θξη èçîòîïè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì (24) ìîæíî ïðèâå-
ñòè ê íóëþ íà ìíîãîîáðàçèè M. Òîãäà èç (46) ïîëó÷àåì (45), ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïîêàçàòü.
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η = 0, dϑ
s
ξ
η = 0. (49)
Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàß (n + 1)-òêàíü W˜λ(a, b) ßâëßåòñß ãðóï-





































































ζ]ρ = 0. (53)
Èç óðàâíåíèé (50) â ñèëó (48) è (53) ïîëó÷àåì óðàâíåíèß (49).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû aξηζ â ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèßõ (47) ßâëßþòñß
ïîñòîßííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé (34) ñ ó÷åòîì (40) ïîëó÷àåì
daξηζ |ϑ
s









ξ ñëåäóåò, ÷òî daξηζ = 0 íà âñåì ìíîãî-
îáðàçèè M, íåñóùåì òðè-òêàíü WR(λl, λm, λ(l +m− 1)).
Äîêàçàíà
Òåîðåìà 3. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òêàíè WR(λl, λm, λ(l+m−1)) ìîãóò áûòü
ïðèâåäåíû ê âèäó (47), ãäå âåëè÷èíû aξηζ îáðàçóþò ñòðóêòóðíûé òåíçîð ãðóïïû






η èìåþò âèä (48) è óäîâëåòâîðßþò
óðàâíåíèßì (49).
5.2. Âûßñíèì àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èí b
µs
ξ
ηζ . Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì â












-àëãåáðîé òðè-òêàíè WR(λl, λm, λ(l +m− 1)).
Ïðåäëîæåíèå 5. B
µs
-àëãåáðà òðè-òêàíè WR(λl, λm, λ(l +m− 1))
a) êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà;
b) îïðåäåëßåòñß ñâîèì çíà÷åíèåì â êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèß
M(µ,s).
34 ÒÎËÑÒÈÕÈÍÀ Ã.À.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî a) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (43)
è (53).
Äîêàæåì ñâîéñòâî b). Èç ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé (41), (44) òðè-òêàíè W(µ,s)









η} îïðåäåëßþò íà ìíîãîîáðàçèè M(µ,s) àôôèííóþ
ñâßçíîñòü áåç êðèâèçíû, îáîçíà÷èì åå Γ
µs





































ρ = 0, (55)
ãäå ∇
µs
 îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß â ñâßçíîñòè Γ
µs
. Óñëîâèß






ηζ â êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå P ìíîãîîáðàçèß M(µ,s).
6. Êîíå÷íûå óðàâíåíèß îáîáùåííîé òðè-òêàíè Ðåéäåìåéñòåðà, ïî-
ðîæäàåìîé àáåëåâîé ãðóïïîé Ëè. Íàéäåì êîíå÷íûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè
WR(λl, λm, λ(l+m−1)) â ñëó÷àå, åñëè ãðóïïà G ßâëßåòñß àáåëåâîé. Îáîçíà÷èì ýòó
òêàíü
WR0(λl, λm, λ(l +m − 1)). Äëß òàêîé òêàíè aξηζ = 0, ïîýòîìó ñòðóêòóðíûå óðàâ-















η; dΘξ = 0. (56)
Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
Θξ = dwξ. (57)













































ζ = 0. (59)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóß (58) è ïîëüçóßñü óðàâíåíèß-































Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê òîæäåñòâàì, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé (58), (59) çàìêíóòà, ÷òî è äîêàçûâàåò Ïðåäëîæå-
íèå.

























































































































Òåïåðü íàéäåì óðàâíåíèß ñëîåâ òðè-òêàíè WR0(λl, λm, λ(l+m− 1)). Ñëîåíèß
òêàíè îïðåäåëßþòñß óðàâíåíèßìè (27), èëè, â ñèëó (57) è (63), óðàâíåíèßìè
λ1 : du
µ
ξ = 0, µ = 1,m; λ2 : dv
s









































































ξ, zξ è Cξ  ïîñòîßííûå èíòåãðèðîâàíèß). Èñêëþ÷àß èç óðàâíåíèé (64)




ξ è ïàðàìåòðû wξ, íàéäåì óðàâíåíèß, ñâßçû-




























η + Cξ. (66)
Ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèß, èñïîëüçóß äîïóñòèìûå (èçîòîïè÷åñêèå) ïðåîáðà-
çîâàíèß. Ïóñòü òî÷êà P0 = P (0, 0) íàõîäèòñß â îáëàñòè îïðåäåëåíèß ðàññìàòðèâà-

























η| 6= 0 è |C
2,s
ξ
















η, z˜ξ = zξ − Cξ















































Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû C
µs
ξ
ηζ îáðàçóþò ñòðóêòóðíûé òåíçîð êîììóòàòèâíîé è
àññîöèàòèâíîé B
µs
-àëãåáðû òêàíè WR0(λl, λm, λ(l +m− 1)).


















ζ (P ) â ëþáîé òî÷êå P . Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå






ηζ . Èç (43) è (53) ïîëó÷àåì óñëîâèß
êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè B
µs





















Òåîðåìà 4. Êîíå÷íûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè WR0(λl, λm, λ(l+m−1)), ïîðîæäà-




ßâëßþòñß ïîñòîßííûìè è îáðàçóþò ñòðóêòóðíûé òåíçîð íåêîòîðîé êîììóòà-
òèâíîé è àññîöèàòèâíîé àëãåáðû.
Çàìå÷àíèå 1. Ïðè λ = 1 òðè-òêàíü WR0(λl, λm, λ(l+m−1)) ßâëßåòñß òêàíüþ
WR(p, q), êîíå÷íûå óðàâíåíèß êîòîðîé íàéäåíû â [9], ñì. òàêæå [8]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, óðàâíåíèß òêàíèWR(p, q) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç íàéäåííûõ óðàâíåíèé





















ãäå µ = 1, q, s = 1, p. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àß:
1) rank(C
µs
) = p; 2) rank(C
µs
) = p− 1.
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1) Ïóñòü rank(C
µs
) = p, | C
ts
|6= 0 è (C˜
ts



















































, µˇ = p+ 1, q.
a) Åñëè õîòß áû îäíà èç âåëè÷èí C
µˇ











































































Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèß (73), (74), (75), ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëßþò êëàñ-
ñû ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íàéäåííûå ðàíåå Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî â [6] ìåòîäàìè òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè íåêîòîðûõ ïîíßòèé òåîðèè òðè-
òêàíåé è òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñì. â [8]-[10].
Çàìå÷àíèå 3. Ïðè l = m = 1 óðàâíåíèß (68) ïðèíèìàþò âèä
zξ = Cξηζx
ηyζ + xξ + yξ (76)
è îïðåäåëßþò êëàññè÷åñêóþ òðè-òêàíü W (λ, λ, λ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè óðàâ-
íåíèß îïðåäåëßþò ëóïó ñ åäèíèöåé e = (0, ..., 0), êîòîðàß â ñèëó (70) ßâëßåòñß
êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé, à ïîòîìó ßâëßåòñß ãðóïïîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàß òðè-òêàíü W (λ, λ, λ)  ãðóïïîâàß è, çíà÷èò, íà íåé äîëæíû çàìû-
êàòüñß êîíôèãóðàöèè R [2]. Ñîãëàñíî [9] ëþáàß òêàíü R îáëàäàåò ñåðäöåâèíîé,
ïîýòîìó ñåðäöåâèíà ñóùåñòâóåò è äëß òêàíè, îïðåäåëßåìîé óðàâíåíèßìè (76).
Ïðåäëîæåíèå 7. Ñåðäöåâèíà òðè-òêàíè W (λ, λ, λ), îïðåäåëßåìîé óðàâíåíèß-





















ãäå zij  ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ, âõîäßùèõ â ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ
R, zij = xi · yj , i, j = 1, 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [9] ñåðäöåâèíà ïðîèçâîëüíîé òðè-òêàíè R, ïîðîæ-
äàåìîé ãðóïïîé G(·), îïðåäåëßåòñß óðàâíåíèåì
z11/z12 = z21/z22,
ãäå ¾/¿  ïðàâàß îáðàòíàß îïåðàöèß äëß (·). Îáîçíà÷èì z11/z12 = z21/z22 = v,
òîãäà z12 = z11 · v, z22 = z21 · v. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
z22 · (z11 · v) = (z21 · v) · z12. (78)
Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè (·) ïîëó÷àåì
z22 · (z11 · v) = (z22 · z11) · v,
(z21 · v) · z12 = (v · z21) · z12 = v · (z21 · z12) = (z21 · z12) · v.
Îòñþäà ñ ó÷åòîì (78) èìååì z11 · z22 = z12 · z21. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèß â ñèëó
(76) ïîëó÷àåì óðàâíåíèß ñåðäöåâèíû ðàññìàòðèâàåìîé òðè-òêàíè â âèäå (77).
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